1 Enunciado

En una esfera 1y de radio Ry y centro en O, existe una distribucién no &

uniforme de carga eléctrica negativa descrita por una densidad

volumétrica radial p,(r), respecto del punto O, de manera que r es la

distancia desde dicho centro al punto P donde se mide la densidad de

carga. Dicha distribucioén es tal que si consideramos una regién

esférica t con centro en O y radio » < R,, la cantidad parcial de carga

contenidaentes (). = —Q,(r/Ry)* = Q.(r)- No hay mas cargas en el

sistema. \

1. (Cémo es la componente radial del campo eléctrico E(r) creado por la
distribucién descrita, tanto dentro como fuera de la esfera 1;?

2. ¢Coémo es el potencial electrostatico creado por la distribucién en el
exterior de t1y? (Cuanto vale el potencial en el centro O?

2R,

2 Solucioén

Planteamiento

Tomando un sistema de referencia con OXYZ con origen en el centro O de la region esférica 1, la

distribucién de carga eléctrica existente en el sistema estara descrita por una funcién densidad
volumeétrica que indica la cantidad de carga que por unidad de volumen hay en cada punto del espacio. Si
para cada punto Pdel espacio definimos el radiovector 7 _ 7p que determina la posicién de dicho punto
respecto del centro O, se tendra:
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pe(r), 0<r <Ry
pe(r) = J
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con r = | . La funcién p.(r) no esta .~
especificada, pero podria calcularse a , ¢ ¥
partir del dato proporcionado en el : . ; N e,
enunciado de que la cantidad parcial '
de carga eléctrica que hay en una
esfera t contenida en tj, con centro

en O y radio r < R, esta descrita por
la expresion:

Q-(r) = —Qo (E)q

En consecuencia, la cantidad total de carga en 1y es —()y. En cualquier caso, aun desconociendo a priori la

expresion de la funcién p.(r), el hecho de que sea sélo dependa de la distancia r al centro O (distribucién

radial), nos permite asegurar que el campo eléctrico creado por dicha distribucién en cualquier
punto Pdel espacio va a presentar simetria radial con respecto a dicho punto. Es decir,

o
0P|

Es decir, el campo eléctrico en un punto cualquiera del espacio, P, sélo tiene componente radial (en la
direccion del radiovector  — ip), que depende de la distancia r al centro O de la distribucién, pero no de
otras variables geométricas. Y en el caso de campos que presentan este tipo de simetria, la expresiéon de
dicha componente radial, 7(r), puede obtenerse mediante la aplicacién de la Ley de Gauss para el campo
eléctrico.

E(P) = E(f) = E(r)@,(P); | con i@, (P)=

=

Esta ley fundamental de la Teoria Electromagnética establece que el flujo del campo eléctrico a través de
una superficie cerrada ¢)r, es proporcional a la cantidad total de carga eléctrica que hay en el
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volumen t delimitado por aquélla. El valor de la constante de proporcionalidad depende del sistema de
unidades utilizado para medir las magnitudes fisicas; en el Sistema Internacional de unidades esta
constante es 47 k. = 1/2y, (inverso de la permitividad dieléctrica del vacio):

(I)F-'J ar %} E ' d:.q - l QJ T

r £y

Por otra parte, la Ley de Gauss para el campo eléctrico expresa una relacién cuantitativa entre dicha
magnitud vectorial y sus fuentes escalares: es decir, las magnitudes escalares que producen campo
eléctrico.

2.1 Calculo de la componente radial del campo eléctrico

Para determinar la componenente del campo con simetria radial mediante la ley de Gauss, ésta ha de
aplicarse en una superficie cerrada con idéntica simetria. En el caso que nos ocupa hemos de considerar
una superfice esférica Jr(r) con centro en O. Es decir, concéntrica con la distribucién de carga que genera
el campo y, por tanto, con el propio campo.

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie se obtiene calculando la integral, extendida a toda
la superficie, del producto del campo en cada punto Pde 45, multiplicado escalarmente por el vector
elemento de superficie j5 en dicho punto. Como se sabe, este vector tiene médulo infinitesimal 45 (area
del entorno del punto), direccién perpendicular al plano tangente a la superficie en Py, por convenio,
orientado hacia el exterior del volumen delimitado por la superficie g+. Y puesto que en una superfice
esférica de centro O, el radio OP es perpendicular al plano tangente en Pa la superficie g+, se tendra que

P edr(r) = dS|, =dSa.(P)

donde r es el radio de la superficie esférica 7+ y, por tanto, la distancia desde el centro O a todos y cada
uno de los puntos de dicha superficie.
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El vector unitario radial i, (F) es exactamente el mismo tanto en la expresion del vector elemento de

superficie como del campo (por estar evaluados ambos en el mismo punto Pde la superficie).Por otra
parte, puesto que la componente radial E(r) s6lo depende la distancia al centro O, dicha componente
tendra igual valor en todos los puntos de 7. Por tanto, se obtiene...

VP ear(r), EdS|,=[E@)i(P)|-[dSi,(P)] =E(r)dS = &, = % E-dS = B(r) % dS = E(r) 4mr?
Ji J i

aT

Este resultado es valido independientemente de que » sea mayor o menor que £, (radio de la distribucién
de carga). Sin embargo, la cantidad de carga contenida dentro de la superficie esférica dr(r), sivaa
depender del valor del radio de esta. Si el radio es menor que el de la distribucién de carga eléctrica, la
cantida de carga contenida es proporcional al cuadrado del radio, tal como se incida en el enunciado. Si el
radio de la supeficie gaussiana cerrada dr(r) es mayor o igual que el de 1, la cantidad de carga contenida

sera —(Jg:
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Por tanto, la distribucién de carga en 1y genera un campo eléctrico radial en todo el espacio, expresado por
la siguiente funcién de campo:

kL@ (P) = B sir<R,
i ©  OP
L ;
B(P) = E(/) = on (P =L
(P) () con ,(P) " |F‘PY|
k, D 7(P) = Bos?: siRo<r
=

Es decir, en los puntos interiores a la distribucién la intensidad del campo es constante; mientras que en
los puntos exteriores el campo es idéntico al de una carga puntual —(), localizada en el centro O de 1.

2.2 Potencial electrostatico

Este resultado nos permite identificar de forma inmediata cémo va a ser el campo potencial electrostatico
V'(7) en puntos exteriores a la distribucién. Puesto que dicho potencial esta relacionado directamente con

el campo eléctrico por las relaciones,

V() = — [E-df+(_? — E(F) = —VV(7)

si el campo eléctrico en puntos exteriores a 1y es el mismo al de una carga puntual situada en O, en esa

region el potencial electrostatico debe ser también el correspondiente a dicha distribucién simple de
carga... salvo una constante C cuyo valor puede fijarse arbitrariamente:

VP&, V(P)=-k % + C =Veu(r); con r= |(ﬁ’| > Ry
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El dominio de definicién de esta funcién se extiende hasta puntos infitamente alejados de la distribucién
de carga. Asumiendo ésta no va producir efectos apreciables en dichos puntos y que, por tanto, el
potencial se anula alli, se tendra que...

:122: Vi (r) =C =0 = YP&m, V(P)=Vu(r)=—k @ con 1= |(_)73’}| > Ry
"

Valor del potencial en el centro de la distribucién

La expresién anterior permite determinar también el
valor del potencial en cualquier punto p’ de la superficie
d7, de la esfera cargada:

Q
Ro

VP €dm, tal que r= Ry = V(P')=Voul(Ry) = ke

Entonces, el valor del potencial en el centro O puede ser calculado sin mas que aplicar la definicién de
diferencia de potencial entre dos puntos:

P

V(0) - V(P') = [ E-dr

JO

Como se sabe, si el campo eléctrico es producido exclusivamente por cargas electrostaticas, el valor de la
circulacién del campo eléctrico que aparece en la expresién anterior es idependiente del camino sequido.
Elijamos, por tanto, un camino que nos permita el calculo sencillo de dicha integral: el radio A que va
desde el centro O al punto p’ de la superficie d7,. En ese caso, el campo eléctrico ha de ser evaluado
siempre en puntos interiores de 15, donde comprobamos que existia un campo radial pero de igual médulo

en todos ellos, (7). Ademas, a lo largo de esta trayectoria, el vector diferencial de camino d7 sélo tiene

componente radial (es decir, es paralelo al campo eléctrico en cada punto de la misma), y su modulo va a
ser una variacion infinitesimal de la distancia al centro O:

Pi
V(O)=V(P)+ [ Eie - dr;  con (lFJ A =dr i.(P), VPeA
Jo ()
En consecuencia...
o Qo [T Qo
=] - Q{} I’Ffo - —E‘,_. — —E‘,_.— dr = =2 E‘,_. —
Fine -d;r‘JPEﬂ = -k, Vo dr = ) Ry Rz Jy Ry
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